Средняя школа №14

Научный проект на тему:

Векторный метод решения

стереометрических задач.

                                        Выполнили:

                                                                              Учащиеся 11Б класса:

                                                                              Егоров Евгений,

                                                                              Голубева  Александра.

                                                        Проверила: 

                                                                              Учитель математики

                                                                              Демирова Г.И.

2008г.

Цель:
1) Повысить свой теоретический уровень знаний; 

2) Уметь в координатной плоскости изображать фигуры и находить координаты точек;

3) Уделять особое внимание формированию умений производить операции над векторами.

Задачи:

1) Ознакомиться с элементами векторной алгебры с применением                            векторно-координатного метода для решения задач;

2) Применять поэтапно-вычислительный метод и комбинирование.

Актуальность:

            Векторно-координатный метод с сочетаниями поэтапно-вычислительным методом позволит многие задачи решать намного проще. Многие задачи, которые рассматривали, встречаются  при вступительных экзаменах в престижные вузы страны. Мы показывали решения задач для 11А класса на элективном курсе.

Содержание:

            Многие стереометрические задачи вызывают большие затруднения. Решение этих задач способствует развитию пространственного воображения, что сложно усвоить, занимаясь решением задач иного типа.

            К этой теме относятся задачи определения угла между скрещивающимися прямыми, определения расстояния между прямыми, вычисление объема геометрических тел, определения расстояния между прямой и плоскостью, нахождение скалярного произведения векторов, поэтапно-вычислительный метод определения  угла между скрещивающимися  прямыми.

            Одна из основных целей нашего проекта – найти оптимальные способы решения многих стереометрических задач, которые встречаются при решении ЕГЭ: задач С-4, для поступающих в ВУЗы. А так же показать решения многих  задач наиболее простым методом, приобрести навыки решения задач.

            Для этого рассматриваем векторный метод решения задач. При этом мы должны уметь:

            1)Разложить вектор в пространстве по трем некомпланарным векторам.

            2)Находить угол между векторами.

            3)Находить угол между прямой и плоскостью.

            4)Использовать свойства скалярного произведения.

            5)Определять расстояние.

Угол между скрещивающимися прямыми.

   Углом между скрещивающимися прямыми называется угол между пересекающимися параллельными прямыми.

   Угол всегда острый.

   Применяются следующие способы:

1) поэтапно-вычислительным;

2) векторно-координатный;

3) геометрический.

   Для вычисления угла между скрещивающимися прямыми векторно-координатным методом, необходимо правильно определить координаты векторов и применить второе определение скалярного произведения.

Задача 1.
   На ребрах AB, AC, OC правильной пирамиды у которой все плоские углы при вершине O прямые. Взятые соответственно точки D, E, F – середины этих ребер. Найти угол между прямыми  DF и OE.

Решение:
   Заданная пирамида правильная, все углы при вершине O по условию прямые, поэтому введем прямоугольную систему координат в пространстве, началом которой является точка O. Отрезки MA=MB=MC=a, они равны, в этой системе найдем координаты точек.
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Задача 2.
   Через центр О сферы единичного радиуса проведено сечение. Точка Е выбрана на сфере, а точки A,B,C и D лежат последовательно на окружности сечения таким образом, что V(объем)EABCD наибольший. Точка F лежит на ребре  EC так, что EF:EC = 1:3.  Найти квадрат тангенса между прямыми BF и CD.

Дано:

EABCD – правильная пирамида

AO=BO=CO=OE=R=1

EF: FC = 1:3

AB=BC
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3) C (-1,0,0); D (0,-1,0) 
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Задача 3.
   В правильной четырехугольной пирамиде SABCD с вершиной S, высота SO равна диагоналям основания. Точка F лежит на середине ребра SA. Найти квадрат тангенса между прямыми  SD и BF.

Дано: 

SABCD – правильная пирамида

AB=BC
SO
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Решение:
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Задача 4.

   В правильном параллелепипеде ABCDA
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 Найти косинус угла между прямыми CD
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Задача 5.
В кубе ABCDA
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      б) между прямыми AE и DF, где E и F – точки, расположенные на ребрах            CD и C
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  Используя теорему косинусов находим:

  Cos
[image: image120.wmf]130

2

2

2

2

2

=

×

-

+

=

AE

AK

KE

AE

AK

a


    II способ: Считая, что ребро куба=1, введем систему координат, тогда              A
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Ответ: а) 
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Определение расстояния между прямыми.

Задача 6.
   В правильной четырехугольной пирамиде SABCD длины сторон основания и высот соответственно равны 1 и 2. Найти расстояние между прямыми BD и SA. 

Дано: 
SABCD – правильная пирамида

AB=BC=CD=AD=1
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Задача 7.
   В правильной четырехугольной пирамиде SABCD с вершиной S, величина угла между смежными боковыми гранями равна 
[image: image152.wmf]a

 и боковые ребра имеют единичную длину. Найти скалярное произведение 
[image: image153.wmf])
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 и длину вектора AK, если  K – середина ребра BS.
Дано: 
SABCD – пирамида
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Ответ: 
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Расстояние между скрещивающимися прямыми.
Задача 8.

   В основании пирамиды MABC лежит равнобедренный треугольник с прямым углом при вершине C, а боковые грани MAB перпендикулярны плоскости основания и является равнобедренным треугольником с прямым углом при вершине M, на ребре MA взята точка P так, что MP=PA. На грани SBC взята точка Q,которая является центром окружности, описанной около треугольника MBC. Найти расстояние между AB и PQ.
Дано:

MBCA – пирамида
BC=AC, 
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Найти: AB
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Решение:
Q – точка пересечения медиан грани MBC, BK=KM, соединим Q и P, KP
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 EMBED Equation.3  [image: image182.wmf]Þ

 расстояние от любой точки прямой AB до плоскости (CKP) равно расстоянию между скрещивающимися прямыми AB и PQ
[image: image183.wmf]Þ
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 из точки O проведем перпендикуляр CL, тогда OH – искомое расстояние. KP
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Расстояние от точки до прямой.
   Для определения расстояния от точки до прямой обычно рассматривают треугольник, одной из вершин которого является заданная точка, а две другие лежат на заданной прямой. Искомое расстояние находят как высоту этого треугольника, для чего в большинстве случаев подсчитывают сначала стороны треугольника. Вычисление сторон треугольника и затем его высоты находят поэтапно-вычислительным способом. При этом в некоторых случаях бывает целесообразно ввести с этой целью прямоугольную систему координат.
Задача 9.
   В правильном параллелепипеде ABCDA
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Расстояние между прямой и плоскостью.

   Определение расстояния между прямыми и плоскостями вытекает из следующих утверждений:

1) Расстояние между прямой и параллельной ей плоскостью равно расстоянию от произвольной точки прямой до данной плоскости;

2) Расстояние между двумя параллельными плоскостями равно расстоянию от произвольной точки одной плоскости до другой плоскости.
                            Задача 10.
   Высота четырехугольной пирамиды MABCD – равна h и проектируется в центр прямоугольника ABCD. Вычислить расстояние между AB и 
[image: image242.wmf])

(

MCD

, если AD=a.

Дано:

MABCD – пирамида
MO=h, AD=a

Найти: расстояние между AB и 
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Решение:
Через точку M проведем 
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 EP – искомое расстояние
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Задача 11.
В кубе ABCDA1B1C1D1 найти угол:
1)между диагональю основания BD и диагональю  куба AC1
2)между диагональю боковых граней AD1 и DC1
3)между AD1 и BC1,где М-середина ребра D1C1
4)между прямыми EF и PQ, где E,F,P,Q-середины ребра DD1 и BC, AA1 и B1C1 соответственно.

Решение:

1)диагональ основания AC,являющаяся проекцией AC1 на плоскость ABCD,
[image: image257.wmf]^

BD.

По теореме о трех перпендикулярах AC1
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BD, поэтому угол между AC1  и BD - прямой.

2)искомый угол 
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 равен углу между  AD1 и AB1,  т.к. AB1 
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Т.к. 
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3) Пусть N- середина ребра A1B1,тогда искомый угол 
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 равен углу между AD1 и AN. Т.к.AN=D1N=
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4) пусть F1 точка, симметричная F, относительно плоскости AA1BB1. Тогда   PF1 
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 равен углу F1PQ. Выразим длину сторон 
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   Используем теорему косинусов:
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Ответ: а) 
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Определение угла между прямой и плоскостью.

Задача 12.

    В  пирамиде SABCDс вершиной S и основанием ABC длина ребра AB=10,
[image: image285.wmf]Ð

C – прямой; и точка С выбрана таким образом, что площадь основания наибольшая. Боковые ребра наклонены к плоскости основания под углом tg
[image: image286.wmf]a

=2. Точки M и N являются соответственно серединами прямых SB и AC. Найти квадрат котангенса между MN и (SAB).

    Из всех прямоугольных треугольников наибольшую площадь имеет равнобедренный треугольник.
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Высота, проектируемая в центр описанной окружности в прямоугольном треугольнике - это середина гипотенузы.

Дано:

SABC- пирамида, 
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Угол прямой с плоскостью.

Задача 13.
   Сфера (x-1)2+y2+z2=5 пересекают ось ординат в точке A(y<0). Через точку М(1,1,0) проведена прямая, параллельная оси Oz и пересекающая сферу в точке B(z>0). Найти угол между прямой AB и плоскостью xOy.
Дано:
 Сфера, 

A(y<0), B(z>0), M(1,1,0)

Найти: Sin
[image: image313.wmf]j


Решение:

A (0,-2, 0), точка В
[image: image314.wmf]Î

сфере, имеет координаты (1,1,z).

0+1+z2=5, z=
[image: image315.wmf]±

2, т.к. t>0, то B(1,1,2)

AB=
[image: image316.wmf]14
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Длина перпендикуляра, опущенного из точки В на плоскость xOz, равна 2.

Если 
[image: image317.wmf]j

- искомый угол, то

Sin
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Ответ: 
[image: image320.wmf]7
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Задача 14.
   В прямой треугольной призме ABCDA1B1C1D1 основанием служит равнобедренный треугольник АВС, BD
[image: image321.wmf]^

AC, BD=AC=4, BB1=2. Через середину диагонали В1С боковой грани перпендикулярно к ней проведена плоскость. Найдите угол между прямой АВ1 и этой плоскостью.

Дано:

АВСА1В1С1- призма

BD
[image: image322.wmf]^

AC, 

BD=AC=4, BB1=2

Найти: Sin
[image: image323.wmf]j


Решение: 
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Ответ: 
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Метод координат.
   Многие задачи про куб или прямоугольный параллелепипед удобно решать при помощи метода координат, поскольку к этим многоугольникам очень естественно привязать систему координат.

Дано:
ABCDA1B1C1D1-куб, AA1=a
Найти: радиус сферы, проходящей через вершины А, середины ребер 

DC и BB1 и A1B1C1D1
Решение: 
1) введем систему координат с началом А, выбрав оси так, чтобы  вершины B,D и A1 имели соответственно координаты (1;0;0),(0;1;0),(0;0;1).

Координаты середины ребер DC и BB1 соответственно (
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), центр грани A1B1C1D1- (
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2) Уравнение сферы с центром (x0;y0;z0) и с радиусом r имеет вид: 

(x-x0)2+(y-y0)2+(z-z0)2=r2. Его можно преобразовать к виду:

x2+y2+z2+ax+by+cz+d=0

Обратно выделяя полные квадраты по x,y,z можно последнее уравнение привести к виду: (x-x0)2+(y-y0)2+(z-z0)2=k
Поскольку сфера содержит начало координат, то d=0. Для a, b и c легко получить систему уравнений:
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a=
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Таким образом, уравнение системы примет вид:

x2+y2+z2-
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Ответ: 
[image: image338.wmf]28
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Применение вектора в алгебре.
   В декартовой прямоугольной системе координат Oxy на кривой y=4x-x2 заданы две точки А и В так, что 
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Решение: 
O(0,0), 
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X2=5. B(5,20-25), B(5,-5)
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(x1-2)2=0, x1=2 
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