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Цели: 
1. Обеспечить владение основными алгоритмическими приемами            решения показательных уравнений.
2. Развивать мышление и речь учащихся.

3. Воспитывать аккуратность в выполнении заданий.
При каких значениях   а  уравнение  имеет единственное решение.

             9х – 3х+1 – а2  +5а – 4 = 0
                Пусть  3х  = t ,  t > 0 , тогда 

             t2 + 3t – (a2 – 5a +4) = 0

 1 способ:
Уравнение имеет один корень:


10   D = 0           D = 9 + 4(а2  - 5а + 4) = 9 + 4а2  - 20а+16 = (2а - 5)2
      t > 0           (2а - 5)2  = 0 ,   а = 2,5 ,   t = 3/2,5 = 30/25 = 6/5 >0
Значит а = 2,5 удовлетворяет условию.

20      D > 0            а ≠ 2,5               -( а2  - 5а +4) < 0
     t 1 > 0            t 1 ×  t2  < 0              а2  - 5а +4 > 0
     t2 < 0                                      а1 = 4

                                                                  а2 = 1

                                                    а Є ( - ~ ; 1) V ( 4 ; + ~ )

30        t 1 > 0            а2  - 5а +4 = 0 ,
       t2 = 0             а1 = 4          при а = 4 ,    t2 - 3t  = 0

                                    а2 = 1                                t ( t – 3 ) = 0
                                                                             t = 3 > 0

                                                   a = 4  удовлетворяет условию

                                                   а = 1  удовлетворяет условию

Ответ:  а Є (- ~ ; 1 ]  V [ 4 ; + ~ ) , и   а = 2,5

2 способ:

             t2 + 3t – (a2 – 5a +4) = 0

D = 9 + 4(а2  - 5а + 4) = 9 + 4а2  - 20а+16 = (2а - 5)2  при а = 2,5 ,  t > 0
t 1 = 3 + 2а – 5/ 2  = а - 1       3х = а - 1          

t2  =  3 - 2а + 5/ 2  = 4 - а        3х = 4 - а                           
   -      +        +
        1                                      Ответ: а Є (- ~ ; 1 ]  V [ 4 ; + ~ ) , и   а = 2,5

   +       +        4  -                                а Є ( 1 ; 2,5 )  V  (2,5 ; 4) два решения


Найти все значения параметра    р   ,  при  которых уравнение имеет одно решение:   ( р + 1 )×4х + 8×6х  + ( р - 5)×9х  = 0

                   ( р + 1)×22х + 8×2х×3х + ( р - 5)×32х  = 0 / 32х
                   ( р + 1)×22х /32х + 8×2х/3х + ( р - 5) = 0 ,     пусть   2х/3х = t ,   t > 0

                   ( p + 1 ) ×t2 + 8t + p – 5 = 0


10       p +1 = 0        p = -1,     8t – 6 = 0,        t = 3/4

          t > 0               => p = -1   удовлетворяет условию

20    р ≠ -1
       D1 = 0        D1 = 16 – ( р -5)(р+1)  = 16 – р2  + 5р – р + 5 = - р2 + 4р + 21=
           t > 0            = -( р2 – 4р - 21)

 D1 = 0,      р2 – 4р – 21 =0,                 р1 = 7
                                                                                              р2 = -3   

При р = 7 ,      8t2  + 8t + 2 = 0,     4t2  + 4t + 1 = 0,  

                                                       ( 2t + 1)2 = 0   t = -1/2 < 0

                         р = 7 не удовлетворяет условию 
При р =-3       -2t2  + 8t  - 8 = 0,         

                         t2  - 4t +4 = 0,                  (t – 2)2 = 0,    t = 2 > 0     
                         р = -3  удовлетворяет условию

30   D > 0        р2 – 4р – 21 < 0     (р - 7) ( р + 3) < 0    р Є (-1; 5)

       t 1 > 0        t 1 ×  t2  < 0             р – 5/р + 1 < 0              

     t2 < 0                                                                                                                            
40    t 1 ×  t2  = 0     =>        р – 5/р + 1= 0,   р = 5 ,    6t2  + 8t = 0,    2t( 3t +4) = 0 
     Не удовлетворяет условию.

Ответ:      р Є [-1 ; 5)             

Найти все значения параметра   р  при которых уравнение имеет хотя бы одно решение .

(р + 1)×4х + 4×2х + (р - 2) = 0

Пусть 2х = t ,    t > 0 ,     тогда

(р +1)t2 + 4t + (p - 2) = 0

Уравнение имеет один корень, если:

10         р = -1           4t – 3 = 0,    t = 3/4

        t > 0             => р = -1 удовлетворяет условию

20     р ≠ -1       D = 0        D1 = 4- (p - 2)(p + 1) =4 – p2 + p + 2 = -(p2 – p – 6)
                            t > 0
p2 – p – 6 = 0

p1 = 3                При    р =  3,      t = -2/(p+1)<0

p2 = -2               При    р = -2      t = -2/(-2+1)>0

                     => р = -2      удовлетворяет условию

30   D > 0            р Є (-2 ;3)        р Є (-2 ;3)    
     t 1 > 0           t 1 ×  t2  < 0       (р - 2)/(р + 1) < 0             
     t2 < 0

                      р Є (-1 ; 2)    

40     t 1 = 0            (р - 2)/(р + 1) = 0            р = 2  не удовлетворяет условию 
      t2  > 0
3t2  + 4t = 0

t = 0

         
t = -4/3
Уравнение имеет два корня ,   если

                                                                                    +  -        -
-
+
     D > 0           р2 – р – 6 < 0                                  -2                  3
     t 1> 0          (р - 2)/(р + 1) > 0                           +   +      -     +    +
      t2 > 0                                                          -1        2
                           р Є   (-2 ; -1)   V  (2 ;3)        

                   Объединяя все случаи имеем:

                           р Є   [-2 ; 2)   V  (2 ;3).      

                            Уравнение не имеет решений 
             (10 - р)×52х +1 - 2×5х +1 + 6 – р = 0

            5×(10 - р)×52х  - 10×5х  + 6 – р = 0

                Пусть      5х = t ,      t > 0
                 5×(10 – р)t2  - 10t  + 6 – р = 0
  1)  10 – р = 0          p = 10     -10t + 6 – 10 = 0

          t < 0
     t < 0         10t = -4


    t = -0,4      =>  p = 10 удовлетворяет условию

   -0,4 < 0

2)  р ≠ 10  ,   D < 0                       3)     D = 0       t = 5/ 5(10 – p)

D1 = 25 – 5(6 - р)(10 – р)                              t < 0           t = 1/(10 – p)
   5 – (6 - р)(10 – р) < 0                           a)   p = 5
5 – 60 + 16р – р2 < 0                                     t = 1/5     p = 5 – не удовлетворяет 

(р2 -16р + 55) < 0                                           t > 0                    условию
          р < 5                                                б)   р = 11
р > 11
                                                     t = -1       p =11 – удовлетворяет 
                                                               t < 0                      условию

Оба корня не положительны
4)  D > 0                  р Є (5 ; 11)                 р Є (5 ; 11)      

     t 1 ×  t2  ≥   0       10/5(10 – р) < 0             (10 – р) < 0                 10≤р ≤ 11                                                                        
     t 1 +  t2 < 0          (6 – р)/5(10 – р) ≥ 0
(р - 6)/( р - 10) ≥ 0      
           + 5          -          11     +               
                        -       10           +                  р Є (10 ;11)

6 - 10          +

Объединяя полученные  решения 

Ответ:       р Є (- ~ ; 5)  V   [10 ; + ~)

При каких значениях  а   уравнения имеет одно решение:

                      ах6   =  ех 

10   а ≤ 0  решений нет, так как обе части уравнения имеют разные знаки.

20   а > 0 ,   х > 0,  тогда прологорифмируя имеем:  

     ℓn( ax6 ) = ℓn ех
     ℓn a  +  6ℓn x  = x ,         6ℓn x  = x - ℓn a  

y = x - ℓn a  -  линейная функция.  Уравнение имеет единственное решение,  если прямая   y = x - ℓn a   является касательной к графику   у = 6ℓn x   .
Это возможно :  если  1) точка касания Є прямой и у = 6ℓn x   .

2)  f '(x0) = x - ℓn a   = 1

Пусть    (х0 ; у0) – точка касания ,

6ℓn x0  = x0 - ℓn a        6ℓn x0  = x0 - ℓn a     x0 = 6                     x0 = 6                     
(6ℓn x)' = 1                    6×1/х0  = 1                 6 - ℓn a = 6ℓn x0    6ℓn 6 = ℓn е6 - ℓn a  
      ℓn a  =  ℓn е6/66  ,        а =  е6/66  

Ответ:   а =  е6/66   ,       x0 = 6 .       
                   Самостоятельная работа.

1) Уравнение имеет хотя бы одно решение :

1.  (р – 3)×9х - 6×3х + (р + 5) = 0     Ответ: р Є  (-5 ; -3)  V  (-3 ; 3) V {5} 
2.  (р + 51)×9х  + 6×3х + (р - 3) = 0   Ответ: р Є  [-5 ; -3)  V  {-6} 
2) Уравнение имеет два решения :

1.    (р + 1)×4х + 4×6х + (р - 2) ×9 х = 0   Ответ: (2 ; 3) 

2.     (р - 1)×4х - 4×6х + (р + 2) ×9 х = 0   Ответ: (-3 ; -2) 

3) Имеет единственное решение :

1.    (р - 1)×16х - 4×36х + (р + 23) ×81 х = 0   Ответ: (-2 ; 1)
2.    4х -  (а + 3) ×2х + 4а - 4 = 0   
4) Не имеет действительных корней:

1.    25х -  (а - 4) ×5х -2а2 + 10а - 12 = 0   а Є  [2 ; 3]

2.  (р - 1)×9х  + 2р×3х + 3р - 2 = 0   Ответ: р Є  (- ~ ; 1/2)  V  [1 ;+ ~)
При каких значениях   а  уравнение имеет единственное решение.

         4х -  (а + 3) ×2х + 4а - 4 = 0 
1 способ:       1)   Пусть   2х = t ,     t > 0 ,        тогда

                    t2 -  (а + 3) ×t + 4а - 4 = 0 
Уравнение имеет единственное решение  при следующих условиях:


1)     D = 0     D = (а + 3)2 – 4а + 4 = а2 + 6а + 9 – (4а - 4) ×4 =
         t > 0    
= а2 - 10а + 25 = (а - 5)2
                           а = 5       удовлетворяет условию
                           t = (а + 3)/2 = 4,    4 > 0

2)   D > 0                 а ≠ 5      
 а ≠ 5       =>    а  < 1          
     t 1× t2 < 0             t 1× t2 = 4а – 4 < 0         а < 1   

    3)   t1 > 0    =>    t 1× t2 = 0       при а = 1
         t2 < 0              t2 -  4t = 0 
                                    t = 0    =>   a = 1  удовлетворяет условию 
                                    t = 4
Ответ:     а Є  (- ~ ; 1]  V  {5}  

2 способ решения :    t2 -  (а + 3) ×t + 4а - 4 = 0 
                                    D =  (а - 5)2
                                    t1 = (a + 3 – (a - 5))/2 = 4                  10   a = 5
                                    t2 = (a + 3 + a - 5)/2 = a – 1                     t = 4 > 0
 2x = 4              x = 2             a ≤ 1
 2x = a – 1        a – 1 ≤ 0        Ответ :     а Є  (- ~ ; 1]  V  {5}  

