Научно-практическая конференция

Презентация ученика
 Нахождение угла между скрещивающимися прямыми.

Углом между скрещивающимися прямыми называется угол пересекающимися параллельными им прямыми. 

Для нахождения угла между скрещивающимися прямыми применяются следующие методы:

1. Поэтапно – вычислительный;

2. Векторно – координатный;

3. Геометрический.

На ребрах AB, AC и MC правильной пирамиды MABC, у которой все плоские углы при вершине М прямые, взяты соответственно точки D, N, E середины этих ребер. Найти угол между прямыми DE и MN.
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	Дано: MABC – правильная пирамида,
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CMA,
       AB = AC = DC,

        MO  
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Найти: DE, MN - ?
Решение:
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.Поэтапно – вычислительный метод:
1. MD = MN – ______ пирамиды MABC.
В плоскости MAC проведем EK 
[image: image7.wmf]MN.
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Прямые  DE  и MN – скрещивающиеся, так как   EK  
[image: image9.wmf]MN, тогда угол между DE, MN 

=   
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  DEK.

2. Соединим  точку D и K.

Найдем    
[image: image11.wmf]Ð

DEK, рассматривая         DEK.
Пусть AB = AC = BC = a
     CMA – прямоугольный и равнобедренный.

      CMA = 900, MA = MC, тогда MN = ½  AC = ½ a.
ME = MC по условии

EK = ½ MN = ¼ a,

EK – средняя линия          MNC.

3. MC  
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 MA, MC  
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 MB – по признаку перпендикулярности прямой и плоскости.

MC
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(MAB), значит MC
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MD.

MD = ½ a, ME =½ MC
Из         AMC следует MC = AC * sin 450 = a 
[image: image16.wmf]2
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;  ME = ¼ a 
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4. Из         MDE по теореме Пифагора имеем:
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5. Из         ADK, где AK =  AN + NK = 
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 по теореме  косинусов имеем:
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6. DE = 
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По теореме косинусов из       DEK находим  
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 DEK = DE, MN
DK2 = DE2 + EK2  - 2 DE* EK* cos 
[image: image32.wmf]Ð

 DEK
cos 
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 DEK = 900, значит DE, MN= 900 .
                                                                                              M
II. Векторно – координатный метод:                    
                                                                                                                  E
MABC – правильная пирамида,                                                                              C                                                         
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AMC =  
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BMC = 900               B                                                               z                                                                             
                                                                        y     D                             N
Мы можем ввести прямоугольную                                A
 систему координат, началом которой                        x
является точка M (0;0;0).
 A (a;0;0), B(0; a; 0), C M (0;0; a).

Найдем координаты векторов.

AD = DB, то D (
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Найдем координаты векторов:
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 = 900 ;  DE, MN = 900 
Как мы видим, Векторно – координатным способом решается быстрее.

 III. Геометрический метод:

MC = MB = MA
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CMB = 
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BMA = 
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AMC = 900; то MB, MC, MA можно принять за ребра куба.

1. Проведем диагональ ВQ, угол между CF и MQ равен искомому углу.

2. Прямая AC является проекцией CF на (MAC)
AC 
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 MQ, значит наклонная CF
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 ВQ 
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 DE 
[image: image65.wmf]^

MN
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DE 
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 EMBED Equation.3  [image: image67.wmf]
CE = ME, MD =DF  
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DE = ½ CF
DE – средняя линия       FMC.

IV. Четвертый метод:
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  MB = b ,     
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тогда   DE = DM + ME ; BD = DA

MD = 
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ME = ½  MC
DE = - 
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MN = ½ (MA+ MC) = 
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 DE  * MN = 
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 DE  * MN = 0, то DE  
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 MN; 
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 = 900
Выводы: из четырех рассмотренных решений самый оптимальный – векторно – 

координатный метод. Овладев данным методом, многие сложные задачи становятся 

простыми.
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По горизонтали:

1.  Великий русский геометрик.

2. Часть теоремы, выражающее о правильном положении векторов.

3. Величина, определяющая размерность вектора.

4. Единица измерения площади.

5. Инструмент для измерения длины 

6. Направленный отрезок.

7. Расстояние от центра до любой точки.

8. Часть круга, отсекаемая секущей.

9. Предложения применяемые без доказательства.

12.Число, выражающее длину нескольких векторов.

14. Векторы лежащие на одной прямой.
По вертикали:

5. Прибор для построения коллинеарных векторов.

10. Коллинеарные векторы, имеющие одинаковое направление.

11. Древнегреческий математик, труд которого лежит в основе школьных учебников геометрии.

13. Один из этапов решения задач _________.

Ответы: по горизонтали:

1. Лобачевский

2. Заключение

3. Длина

4. Ар

5. Рулетка

6. Вектор

7. Радиус

8. Сегмент

9. Аксиома

12. Сумма

Ответы: по вертикали:

5. Рейсмус

10. Сонаправленность

11.  Евклид

13. Анализ

	Основные понятия

                                     В

                 а
     А

Вектор – направленный отрезок, имеющий длину, начало (А) и конец (В).

Модуль (длина) вектора равна длине отрезка.


Обозначение: АВ,    а.


Нулевой вектор  0  не имеет направления, 
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 EMBED Equation.3  [image: image84.wmf]0

 = 0,  
[image: image85.wmf]АВ

 = АВ.

Ненулевые векторы называются коллинеарными, если они лежат на одной прямой, либо на параллельных прямых.

Нулевой вектор коллинеарен любому вектору. 
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	Векторное исчисление
Сумма:

1)      а
a + b = c

       b

2)          m                       O        B           A


n                           

                                             m + n = OB       

3) Правило треугольника:

      

       l                               l         k
                                                        N
               k           O                          


ON = l + k      
4) Правило параллелограмма:

                     b
    

            a    c= a+b

5) Вычитание векторов
                                        A

     d                         d        

                          O             a       a = d - n

                              n

   n                                  C
	Используй в работе!
1)  A    M               B
                                     AM = MB


                                     OM = ½ (OA + OB)

           O
2) A                           B1                      C
                                  M
                   B                   
                         O
M – точка пересечения медиан           ABC

OM = 1/3 (OA + OB + OC)
3) Разложение вектора по двум неколлинеарным  векторам

  b                                                          p


          p         

                                      b

           

          a                                a

p = x  a + y b

4) Разложение вектора по трем неколлинеарным векторам

p = x a + y b + z c

	Признаки коллинеарных векторов

1) a = 
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 EMBED Equation.3  [image: image90.wmf]2
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Координаты вектора

A (x1,y1) , B (x2,y2)


AB = {x2-x1,y2-y1}

Модуль вектора
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 EMBED Equation.3  [image: image92.wmf]AB
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	Умножение векторов

1) a * 
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 = b, a        b, если 
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     a * 
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 = b, a        b, 
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 EMBED Equation.3  [image: image99.wmf]a
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Скалярное произведение векторов

1) a * b = 
[image: image102.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image103.wmf]b
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2) a {x1,y1} ,  b {x2,y2}

a * b = x1x2 + y1y2 

 cos
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 = 
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(a 
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b) 
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 EMBED Equation.3  [image: image109.wmf]Û

  ( a; b = 90 0 )
	Деление отрезка в данном отношении
    A                    M          B 
                O


AM = k MB

k 
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                           CM = MD

                           C (x1, y1, z1),

                           D (x2, y2, z2),

   x                      M (x0, y0, z0)

x0 = 
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 EMBED Equation.3  [image: image112.wmf]2
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1. Найти сумму векторов 


            АВ  +  ВС  +  DA  +  CD 




1)   AD ;             2)  BD ;            3)  AA ;

2.   Найти координаты вектора     а   +  в  ,      а  {-4 ; -2}       в { 5 ; 3}
1)    {-9 ; 1};           2)   {9 ; -5};           3)     {- 1; 1}

3.   Найти модуль вектора     а  ,  если    а   { 15 ; -8}
1)    -17                  2)     17                    3)      7

4.     В равностороннем треугольнике АВС  со стороной   а    проведена  высота  ВD .  

        Вычислите скалярное произведение АС ×ВD.

1)    а2                      2)      а2√ 3 / 4           3)       0

5.      Даны 
а  {4 ; -3}       в { m ; 12}.  При каких значениях   m   векторы  a    и   b   коллинеарны ? 

1)   -6                     2)      -16                  3)       5

6.      Дан куб  АВСDA1B1C1D1 .  Вычислите косинус угла между векторами  А1С1  и А1В     
1)    0,5                   2)       0                     3)        1

7.      Даны точки   М(-4 ; 7; 0)  и  N(0 ; -1; 2) .   Найдите расстояние от начала координат до середины отрезка   М N.

1)    √ 15                 2)       √ 14                 3)        4

8.     Дана прямоугольная трапеция с основаниями   3  и  7 .   Найдите расстояние между серединами диагоналей.

1)      5                     2)        2                     3)       2,5

9.      В пирамиде, основанием которого  служит прямоугольник  АВСD    АВ = 8,   ВС = 15.
Найдите  |MB + AD - MA| 

1)     15                    2)      17                       3)     19
Ответы:   1)3; 2)3; 3)2; 4)3; 5)2; 6) ; 7)2; 8) ; 9)2;

Критерии оценки :

           5   -   8 – 9               4  -    7            3  -    5 –  6               2  -    1 – 4
                      Задачи для самостоятельного решения :

1. Точка С взята на продолжении отрезка АВ так, что АВ : ВС = 5:3 .  Выразить вектор ОС через векторы АО и ОВ, где О произвольная точка плоскости.


Ответ: ОС = 
[image: image115.wmf]8/5 ОВ – 3/5 АО
2.      Даны векторы  а  {3 ; -2; 6},      в  { -2 ; 1; 0}.  Вычислить координаты вектора 2а +3b.
Ответ:  { 0 ; -1; 12}.  

3.      Даны три последовательные  вершины параллелограмма  А(1 ; -2 ;3),      В(3 ; 2;1),      С(6 ; 4 ; 4). Найти  координаты четвертой вершины. 
Ответ:   D (4 ; 0 ; 6).


4.       Вычислите косинус между векторами  р = а  +  b   и    q = а  +  b  , если  а  ^  b     |a| = √3 ; |b| = 1.
Ответ: cos λ = 2/√7
5.       При каких значениях х и у векторы  а  {х ; -2; 5},      в  { 1 ; у; 0}  коллинеарны .

Ответ :   х = -5/4 ,   у = 8/5 .

6.       Доказать:  что четырехугольник ,   вершины которого находятся в точках  А(7 ; 2 ; 4),      В(4 ; -4; 2),      С(6 ; -7 ; 8),    D (9 ; -1 ; 10)  является квадратом.
7.        В правильной четырехугольной пирамиде SABCD с вершиной S боковые ребра единичной длины наклонены к плоскости основания  под углом  λ . Найдите длину медианы, проведенной из вершины  А  в        SAB.
В задачах по стереометрии часто нужно найти расстояние между двумя скрещивающимися прямыми. Это можно сделать двумя способа​ми, используя нижеизложенные теоремы.

Теорема 15. Теорема 15: Для любых скрещивающихся прямых  ℓ  и n  существует единственный отрезок АС (где А Є ℓ,   С Є n), перпендикулярный этим прямым, и его длина есть расстояние между ними, т. е. d( ℓ, n) = AC,  AC_|_ ℓ, AC_|_ n.
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         (рис. 1)
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          (рис. 2)

Данная теорема дает практический способ нахождения расстояния между двумя скрещивающимися прямыми.

Возьмем любую точку прямой на n и проведем через неё прямую т, параллельную I . Другими словами, перенесем  ℓ параллельно себе до пересечения с прямой п. Тогда прямые п и т задают новую плоскость π, причем π || ℓ , расстояние между скрещивающимися - это расстояние от любой точки прямой ℓ до плоскости π.

Если  ℓ1- ортогональная проекция ℓ на плоскость π, то АС - иско​мое расстояние. Так как ℓ||ℓ1, то на прямой ℓ можно брать произволь​ную точку (например, М е ℓ)  и тогда ММ1 = АС, ММ1_|_ℓ1,  ℓ - линия пересечения плоскости, задаваемой двумя линиями ℓ и ℓ1,  плоскостью π, причем эти плоскости взаимно перпендикулярны.

Теорема 16. Расстояние между двумя скрещивающимися прямыми ℓ  и  n равно расстоянию между ортогональными проек​циями этих прямых на плоскость π , перпендикулярную одной из этих прямых.
Если плоскость π перпендикулярна, например, прямой (рис. 6.5), то ортогональная проекция последней на плоскость  есть точка В - точ​ка пересечения прямой ℓ и плоскости  π. Тогда искомое расстояние меж​ду  ℓ и n равно расстоянию от В до прямой п1, являющейся ортогональ​ной проекцией п на плоскость π, т.е. равно ВВ1. 
Для построения действительного перпендикуляра к скрещивающим​ся прямым п и ℓ проведем NB1 _|_ π , (NB1 _|_ ℓ   и  NА ||  ВВ1): АN и есть об​щий перпендикуляр к  n и ℓ .
Очень важные выводы.

1. Когда говорят о расстоянии между скрещивающимися прямы​ми, то имеют ввиду отрезок перпендикуляра между точками на этих прямых.
2. Длина этого отрезка перпендикуляра минимальна.
3. Он единственный.
Часто в задачах не требуется указывать расположение этого перпен​дикуляра, а достаточно вычислить только его длину.
Задача. В правильной четырехугольной пирамиде SАВСD длины стороны основания высоты соответственно равны 1 и 2. Найти расстояние между прямыми ВD и SA.
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Дано: SАВСD – правильная пирамида,
                                                (рис. 1)                                 АВ = АD = 1

                                                                                             SF _|_ (ABC)

                                                                                             SF  = 2

                                                                                   Найти:  ЕF - ?
Решение:

Введем прямоугольную систему координат, поместив начало коорди​нат в вершину A основания пирамиды и направив оси координат. Тогда вершины пирамиды будут иметь координа​ты А(0;0;0),  В(1;0;0),  D(0;1;0), S (1/2; 1/2; 2).

Прямые АS и ВD – скрещивающиеся. Общий перпендикуляр обозначим ЕF.  ЕF_|_ АS, ЕF_|_ ВD.По определению скалярного произведения ЕF × АS  = 0,    ЕF  × ВD = 0

ЕF = ЕА + АВ + ВD = k × SA + AB + m × BD; коэффициенты k и m неизвестны. Используя условие EF_|_ ВD,    EF_|_ SА   =>      EF × ВD = 0       EF × SА = 0  
EF = (-k/2  + 1 - m; -k/2 + m ;-2k),    ВD(-1 ; 1 ; 0),      (-k/2  + 1 – m)×(-1) + (-k/2 + m ) = 0

· m = 1/2   

     -k/2  + 1/2  + 1/2 –-k/2 - 8k = 0          <=>      k = 1/9

Значит 
EF = (4/9; 4/9-2/9), 

ЕF = √  16/81+ 16/81 + 4/81  = 6/9 = 2/3

2. Поэтапно-вычислительный
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                       Дано: SАВСD – правильная пирамида,
                                                                         Найти: ЕF

                                              Решение:


1)    из 
АВС       АС = √ АВ2 + ВС2 = √2

                                   АF = √2/2

2)    из     АFC            AS = √AF2 + SF2 = √2/4 + 4 = √9/2 = 3/√2
3)    из    АF×FS = АS × d
      d =  АF×FS/ АS = (√2 × 2 × √2)/ 3×2 = 2/3

В данном случае поэтапно – вычислительный метод легче.
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