Метод мини – максов.
(Метод оценки)
       Цель: 

1. Рассмотреть основные типы применения метода мини – максов.

2. Вызвать интерес к применению данного метода.

3. Расширить математический кругозор.

1. Требуется решить уравнение: f(х) = φ(х), если   f(х) ≤ А,   f(х) ≥ А, то 

уравнение   =>        f(х) = А

φ(х) = А

1) соs 3x + cos 5х/2 = 2

Решение:   сos 3x ≤ 1,       cos 5x/2 ≤ 1,   x Є R
  сos 3x = 1                    3x = 2πk      n,k Є Z          x = 2πk/3      n,k Є Z     

   cos 5x/2 = 1
5x/2 = 2πn
                         x = 4πn/5


2πk/3 = 4πn/5          5k = 6n        5k,6n  Є Z      
n,k Є Z                    n,k Є Z        n = 5ℓ            ℓ Є Z    

                                                    k = 6 ℓ            x = 2π×6ℓ/3
Ответ:   х = 4πℓ,      ℓ Є Z

2) Для применения метода мини-максов необходимо оценивать левую и правую части уравнения.
а) Использовать неравенство Коши:

(а + в)/ 2 ≥ √ав,        а ≥ 0


       в ≥ 0

б) Оценка суммы двух взаимно-обратных чисел 

а + 1/а ≥2,     если    а>0,    равенство достигается при  а = 1

в) Оценка однородного линейного тригонометрического многочлена


-√а2 + в2 ≤ аsin f(x) + bcos f(x) ≤ √a2+ b2
3) Оценка квадратного трехчлена

  а) если а>0,  то ах2 + bх + с ≥( 4ас – b2)/ 4a ,   равенство достигается при х = -b/2a 

   б) если а<0, то  ах2 + bх + с≥( 4ас – b2)/ 4a
Часто внешним признаком, побуждающим использовать метод мини-максов, является наличие в одном  уравнении или неравенстве функций различной природы: алгебраических, тригонометрических, показательных и логарифмических, что затрудняет или делает невозможным использование нестандартных методов решения.

1) Р.у    ℓоg 2 (x2 + 4) = ℓоg 2 (2x) + (2x - 3)(5 – 2x)

ℓоg 2 (x2 + 4)/(2x) = -4x2 + 16x – 15

ℓоg 2 (x2 + 4)/(2x) = -(2x -4)2 + 1

x>0,   ℓоg 2 (x2 + 4)/(2x) ≥ 1
(x2 + 4)/(2x) ≥ 2

-(2x - 4)2 + 1 ≤ 1,   =>

ℓоg 2 (x2 + 4)/(2x) = 1         (x2 + 4)/(2x) = 2      x = 2    => x = 2

-(2x - 4)2 + 1 = 1
     2x – 4 = 2
                x = 2

2) 6×4x – 42x -2 = 16 + 4х ℓоg 2(16 + |x2 – 8x + 12|)

Разделим  на  4х ≠ 0

6 – 4х/16 – 16/4х = ℓоg 2(16 + |x2 – 8x + 12|)

6 –(4х/16 + 16/4х) = ℓоg 2(16 + |x2 – 8x + 12|)

а) 4х/16 + 16/4х≥ 2,     6 –(4х/16 + 16/4х)≤ 4

б) ℓоg 2(16 + |x2 – 8x + 12|) ≥ 4       =>

6 –(4х/16 + 16/4х) = 4                     х = 2                          х = 2            =>  х = 2 

ℓоg 2(16 + |x2 – 8x + 12|) = 4          x2 – 8x + 12 = 0        х =2,  х = 6

3) При каких значениях параметра  а  из интервала  (2 ; 5) уравнение имеет решение для   х Є [2 ; 3] 

ℓоg2 |3 - |sin ax|| = cos (πx –π/6)

 0 ≤ sin ax ≤ 1,      3 - |sin ax| ≥ 2

ℓоg2 |3 - |sin ax|| ≥ ℓоg2 2 ≥1
cos (πx –π/6) ≤ 1

ℓоg2 |3 - |sin ax|| = 1
  3 - |sin ax| = 2

cos (πx –π/6) = 1
       πx –π/6 = 2πk,      k Є Z

=>       |sin ax| = 1  
            πx = π/6 +2πk,      x = 1/6 +2k,    k Є Z 


х Є [2 ; 3],      k = 1,    x = 13/6

|sin ax| = 1  

sin ax = 1  
       sin 13/6 a = 1  
13/6a = π/2 + πn,     n Є Z

sin ax = -1        sin 13/6a = -1
По условию   а Є (2 ; 5), то

а = 3π/13 + 6πn/13, 
2 < 3π/13 + 6πn/13 < 5 

(26 - 3π)/6n < n < (65 – 3n)/6π
               7/9< n <29/9

=>    n = 1;2;3   Ответ: а =9π/13; 15π/13; 21π/13
4) Решить уравнение  

  5x + 2x +1  3x = 9x + 4х 
     Решение

 5x = 32x – 2×2x  3x+ 22х
5x = (3x – 2х )2,         3x – 2х = (√5)х
       3x – 2х > 0
                                 3x – 2х = - (√5)х
3x – 2х = (√5)х   / (√5)х

(3x /√5х) - (2х /√5х) = 1           => х = 2

Иных корней нет        у = 3x /√5х   возрастает

                                     у = 1 + 2х /√5х    убывает
5) sin πx + sin 5πx = y2 + 2y + 3,   в ответе записать х×у,   где х – наибольшее положительное решение 

sin πx + sin 5πx = (у + 1)2 + 2

sin πx + sin 5πx ≤ 2
(у + 1)2 + 2 ≥ 2

sin πx + sin 5πx = 2      sin πx = 1

πх = π/2 + πn,            х = 1/2 + n,          n,k Є Z

(у + 1)2 + 2 = 2              sin 5πx = 1    5πx = π/2 + πk,          x = 1/10 + 2k/5,     

                                       у = -1
1/2 + n = 1/10 + 2k/5,         k = 5n + 1,     n Є Z

Подставив найденное значение в  х = 1/10 + 2/5(5n + 1) = ½ + 2n,

Решение системы         х = ½ + 2n
                                       y = -1   
=>           x = ½    поэтому х×у = -0,5

Ответ:      х×у = -0,5   
6) 3x + 32 –х   = 3(1+ сos 2πx)
  3x + 9 /3х ≥ √3х 9/ 3x   
  3x + 9 /3х ≥ 6

1+ сos 2πx = 2соs2 4πx         0≤ 6соs2 4πx ≤6

3x + 32 –х = 6                     (3x - 3)2 = 0              x = 1      =>     x = 1

3(1+ сos 2πx) = 6
сos 2πx = 1         x = k
Ответ:   х = 1

7) Найти все целые значения    а, при которых число 
b = ℓоg2 (sin πa/4) – а2 + а + 42 определено и неотрицательно.

Решение:    sin πa/4 > 0    2πk < πk/4< 2πк +π

8k < a < 8k + 4,       k Є Z         =>  a Є (8k + 1; 8k + 2; 8k + 3 ),   k Є Z 
По условию  b ≥ 0, значит       ℓоg2 (sin πa/4) ≥ а2 + а + 42

т. к.    0<sin πa/4<1     
ℓоg2 (πa/4) ≤ 0,    то    а2 + а + 42≤ 0

а Є [-6; 7]
Пересечением множества решений а Є [-6; 7]  являются точки 

а = -6; -5; 1; 2; 3

Ответ: а Є{-6;-5;1;2;3}

8)  Решить уравнение 
ℓоg0,5(3х + 2) - ℓоg0,5(7 -2х) – 3х -2 = 2х – 7
ℓоg0,5(3х + 2) -(3х + 2) = ℓоg0,5(7 -2х) – (7 -2х) 

<=>   f(3х + 2) = f(7 – 2х),      f(х) = ℓоg0,5 t – t
y = ℓоg0,5 t  и  у = -t   строго убывающая 

=>      3х + 2 =7 – 2х        =>  х = 1
           7 – 2х > 0
Ответ:   х = 1
9) 5-sin^2(10πx) = 4x2 - 12x + 10
          -1≤ -sin 10πx ≤ 0,      1/5 ≤ 5-sin^2(10πx) ≤ 1
         у = 4x2 - 12x + 10   х0 = 12/8 =1,5

         Ответ: х = 1,5

10) 3/cos2 5πx = ℓоg3 (27 –(5x + 1)2 + 2) 
3/cos2 5πx ≥ 3,     ℓоg3 (27 –(5x + 1)2 + 2 ≤ 3

Приравняем обе части к трем и решаем более простое уравнение

ℓоg3 (27 –(5x + 1)2 + 2)= 3
27 –(5x + 1)2 + 2 = 27
 –(5x + 1)2 = 27 - 27 - 2
–(5x + 1)2 = - 2                                      ?
(5x + 1)2 = 2
25х2 +10х – 1=0
Ответ:  х = -0,2

10)   2х^2 – 1 = 1/(х2 + 4)

у = 2х^2 – 1 ,       монотонно возрастает, четная

у = 1/(х2 + 4),    монотонно убывает, четная

х = 2,        корень х = - 2

Ответ: -2;2
Для самостоятельного решения :

1. 21-x^2 + 2x^2-1 = 2sin πy/2  
Ответ:  (1 ; 1 + 4к), ( -1 + 4к),   к Є Z

2. sin2 πx + ℓоg22(y2 – 2y + 1) = 0

Ответ: (к ; 0),  (к ;2) ,    к ЄZ

3. sin 5πx/4 = х2 -4х + 5  
Ответ:  х = 2

4. 3x + 9/3x = 8 – 2х – 1 – 21 –х  
 Ответ:   х =2

5. Найти число решений

     2х + 1 – 21 –х  = 1 – 4х –х2
6.   ℓоg2(4х – х2) = х2 – 4х + 6      

7. 2arc cosx  + ℓоg2х = √x – 3    
 Ответ:  нет решений

8. cos πx + cos 3πx = х2 – 4х + 6   
 Ответ :  х = 2

9.   ℓоg3(2х – 5) - ℓоg3(4 - х) + 2х – 5 = 4 – х  

Ответ:    х = 3 
10.  3/sin2 6πx =  ℓоg1/2 (4х – 5)2 + 0,125    
11. √25 –(х - 3)2 = 1 – 7х + 2
Ответ:  х = -2 

